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A REKURZfv SOROZATOK EGY ALKAIMAZAsAROL

ABSfRACf: (On an application of second order linear
recurrences) Let ar + bx - c = 0 be an equation such that
a, b,c are positive integers and successive terms of an
arithmetic sequence in any order. Let these numbers be of
the form n, n +', n +2" where n and , positive integers. M.
K Mahanthappa [2} investigated the rational roots of the
equation, provided that , = 1 and n positive integer. In the
paper we generalize this problem for the case, > 1.

Legyen az ar +bx":' c = 0 masodfoku egyenletben a, b es
c valamilyen sorrendben egy pozitlv egeszekbol an6
szamtani sorozat egymast koveto tagjai. Tekintsiik ezeket
n, n +', n +2" alakban, ahol n es , pozitlvegeszek.

M. K Mahanthappa [2} azt a problemat vetette fel, hogy
r = 1eseren, mely pozitiv egesz n-ekre lesznek racionalis gyo-
kei az egyenletnek. Ez egesz egyiitthat6k eseren akkor es
csak akkor teljesiil, ha az egyenlet diszkriminansa negyzet-
szam. Rogzitett n es , eseren a harom egyiitthat6
sorrendjetOl fiiggoen hat kiilonbozo egyenletet kapunk, de



csak hcirom kiilOnbozo diszkrimiminst Ezert eleg a kovet-
kezOegyenleteket vizsgcilni:

(1)
(2)

(3)

nx2 +(n+2r)x-(n+r) = 0 ,
(n+r)x2+nx-(n'+2rJ= 0,

nx2 +(n+r)x-(n+2r) = 0 .

Mahanthappa [2] r:;:; 1eseten megadta az osszes olyan n po-
zitiv egeszet, melyekre racionalisak a gyokok. Ezek az (1)
egyenlet eseren n = F;mF;m+3' a (2) egyenlet eseren
n = F;mF;m+l -1, es a (3) egyenlet eseren n = F;m+1 -1, ahol
m ~.1 egesz, es F;. a Fibonacci sorozat k -adik tagja.

Most tekintsiik az r > 1 esetet Ekkor egyszerii kovetkez-
menykent kapjuk, hogy az (1) egyenletbe n = rF;.mF;m+3' a (2)
egyenletbe n = rF;.mF;m+1 - r, es a (3) egyenletbe n = rF;.m+1 - r
helyettesitve, ahol m ~ 1 egesz, racionalisak lesznek a gyokok.
Nevezziik ezeket trivialis vaIasztcisoknak.

A dolgozat celja, hogy talaIjunk nem trivialis pozitiv egesz
n-eket,melyekre szinren racionalisak a gyokok.

A kovetkezOreteleket bizonyitjuk:

1. Tetel: Legyen az. r > 1 egesz r = u2
- uv - v2 alaku, ahol u

es v pozitivval6s szamOk.Legyen {RIc} (k = 0, 1,2, ... ) egy
masodrendu . lineans rekurziv sorozat, melyet az
Ro = v,R1 = 11 kezdoelemek es az Rlc = RIc-1 + RIc_2 rekurzi6
definial, ahol k > 1 egesz. Legyen tovabba Nm = R-zmR-zm+3'
ahol m ~ 0 egesz.



Ha Nm egesz es r nem oszroja Nm-nek, akkor n = Nm ese-
ten (1) egyenletnek raciomilisak a gyokei, es n nem trivicilis
v3.lasztas.

2. Tetel: Az elozo tetelben defini3.ltr es Rk eseten legyen
1'", = ~m~m+l,ahol m~ 1egesz.

Ha 1'", egesz es r nem oszroja 1'", -nek, akkor n = n = 1'", - r
eseten (2) egyenletnek racioniilisak a gyokei, es n nem
triviiilisvalasztas.

3. Tetel: Legyen az r >1 egesz es r2 = u2 - uv - v2, ahol u es
v pozitiv egeszek. Legyen {Rt}(k = 0,1,2, ... ) egy
masodrendii lineans rekurziv sorozat, melyet az
Ro = v,R1 = u kezdoelemek es az Rk = Rt_1 +Rk-2 rekurzi6
defini3.l, ahol k > 1 egesz.

Ha r nem osztOja ~m+I-nek, ahol m~ 0 egesz, akkor
n = ~m+l- r eseren (3) egyenletnek racionalisak a gyokei, es
n nem trivialis v3.laszt3.s.

A tetelek bizonyfuiscihoz sziiksegiink lesz a kovetkezo
lemmakra:

1. Lemma· Legyen {R",}(m = 0,1,2, ... ) egy masodrendii
lineans rekurziv sorozat, melyet az Ro, ~ nem mindkettO
zeros va16s kezdoelemek, A, B konstans egeszek es az
R",= ARm_1 +BRm--2 rekurzi6 definial, ahol m> 1 egesz.
Legyenek a sorozat x2

- Ax - B karakterisztikus polinomja..
nakagyokei



Legyen tovcibbcia = R1 - RJ3 es b = R1 - Rea.
Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus polinom D = A2 +4B

diszktiminansa nem nulla. Definiciljuk az {R",} sorozat {G",}
asszocicilt sorozatit a

G", =aa'" +bfJ"
formulcival, ahol m ~ 1 egesz. Ekkor

(6) G; - DR:" = 4( -B)'" (R; - ARoRI - BR;) (m ~ 1)
teljesiil.

Megjegpks: A = B = 1, Re = 0 es ~ = 1 eseren az {R,,J so-
rozat az ismert Fibonacci sorozatot szolgaItatja. Az {F",} Fibo-
nacci sorozat asszociaIt sorozatit Lucas sorozatnak nevezztik
es {L",}-el jeloljiik.

2. lanma' Legyen az n pozitiv egesz olyan tulajdonsagU,
hogy az (1), (2) , vagy (3) egyenlet gyokei racionaIisak.
Ekkor az n akkor es csak akkor triviaIis, ha r osztoja n-nek.



1. Lemma bironyfuisa: A (4) egyenloseg j6l ismert, de
teljes indukci6val is egyszeriien bizonyfthatjuk. (Lcisdpeldciul
D. Jarden [1].)

Az (5) egyenloseg az

...m+ 1 b IJ"I+I a....m-1 _ b nn-1
'" bam au - P a,a u paa + p = ----,- p----

a-p a-p

es a B = -ap azonossagokb6l, tovcibbcia (4) egyenlOsegbol
kovetkezik.

A (6) egyenloseget a-p= JD, a+p= A es ap= -B azo-
nosscigok segitsegevel, tovcibbcia (4) egyenloseggel bizonyft-
hatjuk, hiszen

G;' - DR;"= (aa'"+bP"Y _ D(aa
m

-bP")2 = 4ab{ap)'"=a-p

2. Lemma bironyfuisa: Legyen az (1) egyenletnek
racionansak a gyokei. Ha r trivians vcilasztas, akkor
n = r~mF;"'+3 (m~ 1), fgy r oszt6ja n-nek. Ha n = tr, ahol t ~ 1
egesz, akkor

w +(tr +2r)x-(tr+r) = 0
tx2 +(t +2)x- (t + 1) == 0

aminek a feltetel miatt racioncilisak a gyokei, fgy Ma-
hanthappa emlitett eredmenyei alapjan

t = F;",F;"'+3 (m ~ 1)



n= rF;.",F;.m+3 (m ~ 1) ,
ami trivUilisvcilasztas.Hasonl6an bizonyfthaljuk az allitist a
(2) es (3) egyenletekre is.

1.Tetel bizonyftlsa: Az (1) egyenlet diszkriminansa
D1 = (n+2rY +4n(n+r) = n2 +(2(n+r)Y

Racionalis gyokok eseten, es csak akkor D1 negyzetszam,
D1 = (2 , ahol t egy pozitiv egesz. Ekkor [n, 2(n +r ), (] pitago-
raszi szamhcinnas.
Reprezentlljuk [g2 _ h2 , 2gh, g2 + h2] alakban.
Ekkor n = g2 - h2 es 2(n +r) = 2gh miatt

(7) g2 - gh-(h2 -r) = 0

kovetkezik, ami g-re masodfoku egyenlet Legyen a
diszkriminansa S2.

Ekkor

illetve
(8) ~ -5h2 = -4r .

A tetelben szereplo {Rt} sorozat eseren A = B = 1 es
D = A2 +4B = 5, ezert (6) miatt

G; -5R; =(-ly 4r
minden k ~ 1 egesz eseren. S = G2m+1 es h = Ru,,+l vcilasztassal,
ahol m ~ Oegesz, (8) teljesiil es (7) alapjan, (5) felhaszna-
Iasaval



= h+s = Rzm+!+Rzm+2 +Rzm = J)
g 2 .. 2 ·~m~

mert g> O. Ekkor azonban
n = g2 _h2 = (Rzm+2Y -(Rzm+!t = (Rzm+2- Rzm+!)(Rzm+2+ Rzm+J =

" = RzmRzntt3 = Nm (m ~ 0) .
Ha N m egesz es r nem osztja Nm-et, akkor a 2. lemma miatt
n nem triviaIisvaIasztis, es ezzel a tetelt igazoltuk.

2. Tetel bizonyftisa: A (2) egyenlet diszkrimiminsa
D2 = n2 +4(n+r)(n+2r) = (2(n+r»)2 +(n+2rY .

Raciomilis gyokok eseten, es esak akkor D2 negyzetszcim,
D2 = t2, ahol t egy pozitlv egesz. Ezert [2(n+r),n+2r,t] pita-
goraszi szfunharmas. ReprezentaIjuk [2gh, g2 _ h2 , g2 +h2]

alakban. Ebb51hason16an az el5z5hoz, azt kapjuk, hogy
n = RzmRzm+!-r = 1'". -r (m ~ 1)

eseten ha 1'". egesz es r nem osztOja 1'". -nek, akkor a (2)
egyenletnek racionaIisak a gyokei es n nem trivicilisvaIasz-
tas.

Megjegpks: Ha az 1. tetel bizonyftasciban
[2gh,g2 _h2 ,g2 +h2], illetve a 2. tetel bizonyitasciban
[g2 _ h2 , 2gh, g2 +h2

] reprezentaciot tekintjiik, nem kapunk
ujabb n-eket

3. Tetel bizonyftisa: A (3) egyenlet diszkriminansa
D3=(n+rY+4n(n+2r)=5(n+rY-4r2.

RacionaIis gyokok eseten, es esak akkor D3 negyzetszcim,
D3 = t2

, ahol t egy pozitivegesz es



(9) (2lS(n+rY = ..,..4r2 •
A tetel feltetelei es (6) miatt

(G2m+J2 - S(Rzm+lY = -4r2< (111 ~ 0) . <

Ezert n = Rzm+I"-r eseten, ha r nem oszt6ja 'Rzm+)-nek,(3)
gyokei racioniilisak es n nem biviiilis vcilasztas.

Megjegpks: A 3. retel felretelei nem minden r > 1 egesz
eseren teljesitherok. Peldaul r=·2 eseten (9)miatt·

(2 -S(n+2Y = -16.
Ez csak pciros n eseten cillhat fenn, fgy racioniilisgyokok
eseren n csak biviiilis valasztas.lehet Ennek kovetkezmenye,
hogy

x2 _5y2 = -16 .

osszes egesz megoldasa
(x,y) = (±2L2m+) ,±2F;m+))'

x2 _Sy2 = 16

osszes egesz megoldasa
(x,y) = (±2Lzm,±F;J

ahol ~, illetve Lk a k-adik Fibonacci, illetve Lucas szam es
m~ 0 egesz.

Masreszt ha r = 11, akkor Ro = 3 es R) = 13, vagy' Ro =7, es
R) = 17 eseten teljesiilnek a tetel feltetelei.

Megjegpks: A cikk leadasa utan (Fifth International
Conference on Fibonacci Numbers and Their Applications,
St .Andrews, 1992. julius 22-24, konferencian elhangzott
elOadas nyoman) tudomasunkra jutott, hogy C. Long, G. L.



Cohen, T. Langtry es A G. Shannon a jelen cikkben
lefrtakkal hasonl6 eredmenyekre jutottak.
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