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TOMACS TIBOR
A REKURZIV SOROZATOK EGY ALKAL MAZASAROL

ABSTRACT: (On an application of second order linear
recurrences) Let ax® +bx—c=0 be an equation such that
a,b,c are positive integers and successive terms of an
arithmetic sequence in any order. Let these numbers be of
the form n,n+r,n+2r, where n and r positive integers. M.
K. Mahanthappa [2] investigated the rational roots of the
equation, provided that r =1 and n positive integer. In the
paper we generalize this problem for the case r > 1.

Legyen az a® +bx~c =0 masodfokii egyenletben a,b és
¢ valamilyen sorrendben egy pozitiv egészekbdl all6
szamtani sorozat egymast kivet§ tagjai. Tekintsiik ezeket
n,n+r,n+2r, alakban, ahol » és r pozitiv egészek.

M. K. Mahanthappa [2] azt a problémat vetette fel, hogy
r =1 esetén, mely pozitiv egész n-ekre lesznek raciondlis gys-
kei az egyenletnek. Ez egész egyiitthatdk esetén akkor és
csak akkor teljesiil, ha az egyenlet diszkrimindnsa négyzet-
szam. Rogzitett n és r esetén a hirom egyiitthato
sorrendjétdl fliggden hat kiilonbéz6 egyenletet kapunk, de



csak hdrom kiilonb6z8 diszkriminanst. Ezért elég a kovet-
kezo egyenleteket vizsgalni:

ey nx +(n+2r)x (n+r)=0,
2 (n+r) (n+2r) =0, e
3 nx +(n+r)x (n+2r)=0

Mahanthappa [2] r =1 esetén megadta az 6sszes olyan n po-
zitiv egészet, melyekre raciondlisak a gyokok. Ezek az (1)
egyenlet esetén n=F,F, .., a (2) egyenlet esetén
n=F, F, . -1, é a (3) egyenlet esetén n=F, -1, ahol
m21 egész, és F, a Fibonacci sorozat k-adik tagja.

Most tekintsiik az » >1 esetet. Ekkor egyszeri kovetkez-
meényként kapjuk, hogy az (1) egyenletbe n=rFE,_F, ., a (2)
egyenletbe n=rF,_F, . —r, és a (3) egyenletbe n=rF,_, -
helyettesitve, ahol m > 1 egész, racionalisak lesznek a gyokok.
Nevezziik ezeket trivialis valasztisoknak.

A dolgozat célja, hogy talaljunk nem trividlis pozitiv egész
n-eket, melyekre szintén raciondlisak a gyokok.

A kovetkezo tételeket bizonyitjuk:

1. Tétel: Legyen az r >1 egész r = u* —uv—v* alakq, ahol u
és v pozitiv valds szamok. Legyen {R, }(k=0,1,2,...) egy
masodrend(  linedris rekurziv sorozat, melyet az
R,=v,R =u kezdoelemek és az R, = R, | + R, , rekurzi6
definidl, ahol £ >1 egész. Legyen tovibba N, =R, R, .,
ahol m> 0 egész.



Ha N, egész és r nem osztdja N, -nek, akkor n= N, ese-
tén (1) egyenletnek raciondlisak a gydkei, és n nem trivialis
valasztas.

2. Tétel: Az el6zé tételben definidlt r és R, esetén legyen
T,=R,,R,... ahol m>1 egész.
Ha T, egész és r nem osztdja T -nek, akkor n= n= T -r

esetén (2) egyenletnek racnonahsak a gyokei, és n nem
trivialis valasztas.

3. Tétel: Legyen az r >1 egész és r’ =u® —uv—v?, ahol u és
v pozitiv egészek. Legyen {R }(k=0,1,2,..) egy
masodrendli linedris rekurziv sorozat, melyet az
R, =v,R =u KezdGelemek és az R, = R, | +R,_, rekurzié
definial, ahol k¥ >1 egész.

Ha r nem osztdja R, -nek, ahol m>0 egész, akkor
n=R,,. ~r eseten (3) egyenletnek raciondlisak a gyokei, és

n nem ftrividlis valasztas.

A tételek bizonyitisdhoz sziikségiink lesz a kivetkezs
lemmakra:

1. Lemma: Legyen {R }(m=0,1,2,...) egy masodrendii
linearis rekurziv sorozat, melyet az R,,R, nem mindkett§
zérus valés kezdGelemek, A4, B konstans egészek és az
R,=AR,  +BR, , rekurzi6 definidl, ahol m>1 egész.
Legyenek a sorozat x* - Ax — B karakterisztikus polmomja-
nak a gyokei



a;'A+JA2+4B ‘& ﬂ_«A—\/A2+4B

2 2

Legyen tovibbd a=R -RfB és b=R - R,a.

Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus polinom D= 4> +4B
diszkrimindnsa nem nulla. Definidljuk az {R,} sorozat {G,}
- asszocialt sorozatit a

G,=aa™ +bf"
formulaval, ahol m >1 egész. Ekkor

@ R =% (2o,
a-pf :

©) G,=R. +BR_, (m=1),

és

(6) G,-DR,=4(-B)"(R’'~AR,R -BR;) (m=21)
teljesiil. .

Megijegyzés: A=B=1, R, =0 és R, =1 esetén az {R,} so-
rozat az ismert Fibonacci sorozatot szolgaltatia. Az {F, } Fibo-
nacci sorozat asszocialt sorozatit Lucas sorozatnak nevezziik
és {L_}-eljelsljiik.

2. Lemma: Legyen az n pozitiv egész olyan tulajdonsaga,
hogy az (1), (2), vagy (3) egyenlet gyokei racionalisak.
Ekkor az n akkor és csak akkor trividlis, ha » oszt6ja n-nek.



1. Lemma bizonyitisa: A (4) egyenldség jol ismert, de
teljes indukcidval is egyszer(ien bizonyithatjuk. (Lasd példaul
D. Jarden [1].)

Az (5) egyenlGség az

1_ 1 m-1_ 1
aa” +bp" = aa”"‘a—Zﬂ"" - a[?aa a—,bBﬂm—

és a B=—af} azonossagokbdl, tovibba a (4) egyenlGséghdil
kovetkezik. .

A (6) egyenléséget a-f=vD, a+B=A4 és afi=-B azo-
nossagok segitségével, tovabba a (4) egyenloséggel blzonylt-
hatjuk, hiszen

G2 -DR? =(aa" +bp")’ - D(%:;:_;ﬂ) = 4ab{af)” =

= 4("B)M(R1 'Roﬂ)(Rl _Roa) = 4(_B)M(R12 ~AR,R, "BR:) .

2. lemma bizonyftisa: Legyen az (1) egyenletnek
raciondlisak a gyokei. Ha r trividlis valasztis, akkor
n=rF,F, ., (m>1), igy r osztja nnek. Ha n=1r, ahol 1>1
egész, akkor

tr +(tr +2r)x—(tr +r) =0
o +(t+2)x-(t+1)=0
aminek a feltétel miatt raciondlisak a gyokei, igy Ma-
hanthappa emlitett eredményei alapjan
t=F,F,,, (m=>1)

2m+



és ‘ _
n=rE,F,,, (m=21),
ami trivialis valasztis. Hasonléan bizonyithatjuk az 4llitist a
(2) és (3) egyenletekre is.
1. Tétel bizonyftisa: Az (1) egyenlet diszkriminansa
D, = (n ﬂ!—2r)2 +4n(n+r) = n? +(2(n +r))2
Raciondlis gyokok esetén, és csak akkor D, négyzetszim,
D, =1*, ahol ¢ egy pozitiv egész. Ekkor [n, 2(n+r),t] pitago-
raszi szimharmas.
Reprezentaljuk [g* - *,2gh, g* + i | alakban.
Ekkor n=g* - h* és 2(n+r) = 2gh miatt

™ g -gh—-(K-r)=0
kovetkezik, ami g-re maésodfoki egyenlet. Legyen a
diszkriminansa s,

Ekkor

s? = h? +4(h2 —r) =Sh* - 4r
illetve
@ s*—5h* = -4r .

A tételben szerepld {R.} sorozat esetén A=B=1 és
D= A? +4B =5, ezért (6) miatt
G2 -5R? =(-1)"4r
minden & >1 egész esetén. s=G,,,, és h=R,,, valasztissal,
ahol m>Oegész, (8) teljesiil és (7) alapjan, (5) felhaszna-
lasaval
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h+s it THop s TR,
g=2='R21"R;2R2=1?2m+2

mert g > 0. Ekkor azonban

h= gz ~-h* = (Rzmz)z —(R2m+l )2. = (R2m+2 - R2m+l)(R2m+2 + R2m+1) =
k ile‘lm&m—r:i =Nm (mZO) °

Ha N, egész és r nem osztia N_-et, akkor a 2. lemma miatt
n nem trivialis valasztds, és ezzel a tételt igazoltuk.

2. Tetel blzonyﬂam. A (2) egyenlet diszkriminansa
D,=n +4(n+r)(n+2r) (2(n+r)) +(n+2r)*.

Racionalis gyokok esetén, és csak akkor D, négyzetszam,

=1*, ahol ¢ egy pozitiv egész. Ezért [2(n+r),n+2r,1] pita-
goraszi szdmharmas. Reprezentiljuk [2gh,g” -k, g*+h’]
alakban. Ebb6l hasonléan az el6z6hoz, azt kapjuk, hogy

n=R, R, . -r=T-r (m21)

esetén ha T, egész és r nem OSZtOJa T -nek, akkor a (2)
egyenletnek racionalisak a gytkei és n nem trivialis valasz-
tas.

Megjegyzés: Ha az 1. tétel bizonyitdsiban
[Zgh, g -hn,g +h2], illetve a 2. tétel Dbizonyitdsiban
[g* -#*,2gh,g +h*] reprezentaciét tekintjiik, nem kapunk
Ujabb n-eket.

3. Tétel bizonyitisa: A (3) egyenlet diszkriminansa
D,=(n+r) +an(n+2r)=5(n+r)* - 4r* .
Racionalis gyoksk esetén, és csak akkor D, négyzetszam,
D, =1, ahol ¢t egy pozitiv egész és
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9 £ -5(n+r)’ =-4r* .
A tétel feltételei és (6) miatt
(G2m+l) 5(R2m+i) _4r (m 2 0)
Ezért n=R,, -r esetén, ha r nem osztdja Rz,,,+1 -nek, (3)
gyokei racionalisak és n nem trivialis valasztas.

Megjegyzés: A 3. tétel feltételei nem minden » >1 egész
esetén teljesithet6k. Péld4ul r.= 2 esetén (9) miatt -
> —5(n+2)* = -16.
Ez csak paros n esetén allhat fenn, igy racionalis gyokok
esetén n csak trivialis valasztis lehet. Ennek kovetkezménye,
hogy
x*-5y* =-16
osszes egész megoldasa
(x>.V) = (ﬁL2m+l > —2F2m+1)
illetve _
x* -5y =16
dsszes egész megoldasa
| (x,y)=(£2L,,,%F,,)
ahol F,, illetve L, a k-adik Flbonacc1 illetve Lucas szdm és
m20 egész.
Misrészt ha r =11, akkor R =3 és R, =13, vagy R, =7, és
R, =17 esetén teljesiilnek a tétel feltételei.

Megjegyzés: A cikk leaddsa utdn (Fifth International
Conference on Fibonacci Numbers and Their Applications,
St. Andrews, 1992. julius 22—24, konferencidn elhangzott
eléadds nyoman) tudomdsunkra jutott, hogy C. Long, G. L.
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Cohen, T. Langtry és A. G. Shannon a jelen cikkben
leirtakkal hasonl6 eredményekre jutottak.
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