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Abstract. (Avarage order of the terms of a recursive sequence) For a fixed positive
integer k > 2 let the sequence G, (n) of natural numbers be defined by G, (0) = 0 and
Gk(n) =n— Gk (Gk( .. (Gk(n — 1)) .. )), (’I’L > 1) with k iterations of Gk on
the right-hand side. Denote by &v; = &, qxa, (¢3, . . . , (¢ the roots of the characteristic
polynomial f(l‘) = gk — k1
known that these roots are distinct and that there is a positive root among them with
the greatest modulus, thus we can suppose that o > |OéQ| > |043| > e > |Oék| >0

— 1 of the generalized Fibonacci sequence b,,. It is

(see e. g. [1]). In [2] P. Kiss proved that for any positive integer 1, large enough, and
N .

k > 2 we have % Zizl Gk(l) = ’U1N + ’UQOZSL + vgag + O(Oég) + O(l), where

N = bn+1 and v1, Vg, U3 are constants depending only on k. In this paper we generalize

this result.

Legyen k > 2 rogzitett egész szam. Definidljuk a természetes szamok
egy Gr(n),n=0,1,2,... sorozatit a G;(0) = 0 kezd$ elemmel és a

rekurziv formuldval n > 0 esetre, ahol a jobb oldalon Gy-nak k-szoros
iteracidja van. Belathato, hogy a sorozat minden tagja jol definialt termé-
szetes szam (lasd Zay B. [4]).
Legyen
b _{n, han=1,2,...,k,
"l byt +bu_k, han>k

a Fibonacci sorozat k-adrendii dltaldnositott sorozata. Egy m pozitiv egész
esetén tekintsiik azt a legnagyobb i; egész szamot, melyre b;; < m teljesiil.
Legyen m; = m — b;,. Ha m; # 0, vélasszuk a legnagyobb i egész szamot,
melyre b;, < my. Legyen my = my — b;,. Ha my # 0, folytassuk az eljarast.
Ez az algoritmus véges sok lépésben befejezddik. fgy minden pozitiv egész
szam egyértelmien felirhaté b,, sorozatbeli elemek Osszegeként

1) m=3ah
=1
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alakban, ahol a; = 1 vagy 0. Jeloljiik ezt roviden

m=a;a;—1...01
médon. Definidljuk a Ty (m) sorozatot T (0) = Ty (1) = 0 kezd6 értékkel és
a

J
(2) Tk(m) =a;a5—1...02 = Zaibi_l (’I’)’L > 1)
=2

formulaval, ahol az a; szdmok m-nek (1)-ben difinialt el6éllitdsdban szerepld
egylitthatoi.

A Gi(n) és Ti(n) sorozatok szoros kapcsolatban vannak egymédssal,
D. S. Meek és G. H. J. Van Rees [3]-ban bizonyitottak, hogy

(3) Gr(n)=Tx(n—1)+1 (n>1).
Jeloljik a1 = a,as,a3,...,a-val a b, sorozat karakterisztikus poli-
k k

nomjinak — az x*¥ — 2~ — 1 polinomnak — a gyodkeit. Ismert, hogy van
a gyokok kozott egy legnagyobb abszolut értékil pozitiv valdés gyok, ezért
feltehetjiik, hogy

(4) a>|asg| > |az| >+ > |ag| >0,

ahol o > 1 valds szam (ldsd K. Dilcher [1]).
Kiss Péter [2]-ben a Gi(n) sorozat tagjainak atlagat vizsgélta, és bi-
zonyitotta, hogy elég nagy n egészek esetén

N
1
(5) N Z Gi(i) = v N + voay + v3az + o(ay) + O(1),

i=1

ahol N =b,,+1 és a v1,v2,v3 csak k-tdl fiiggd valds konstansok.
Ezen dolgozat célja megmutatni, hogy nemcsak N = b,, 1 alaki egészek
esetén igaz az (5) formula.

A kovetkez6 tételeket bizonyitjuk:

1. Tétel. Legyenek k > 2 és t rogzitett pozitiv egészek. Ekkor elég
nagy pozitiv n egészek esetén

1

N
1 . n n n
N ; Gi(i) = (le + voay + v3ah + O(1) + 0(a2)> 1T o o)’
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ahol N =b,,41 +t és a v1,vq,v3 csak k-tdl fiiggd konstansok.

2. Tétel. Legyenek k > 2 és t > k rogzitett egészek. Ekkor elég nagy
pozitiv n egészek esetén

N
1 . / / n / n n 1
N ZZ; Gi(i) = (le + vyl + v5ah + O(1) + 0(a2)> 1T oM o)’

ahol N = b, 41 +by—t11, és a v, vh, v csak k-tdl és t-tél fiiggd konstansok.

Megjegyzés. Az 1.tételben a vy, vs,v3 konstansok megegyeznek az
(5)-ben taldlhaté konstansokkal.

N
1. TETEL BIZONYITASA. Vizsgdljuk a Y. Gg(i) Osszeget. Bontsuk fel
i=1
két tagra az aldbbi moédon.

N brt1 N
(6) Z Gr(i) = Z Gr(1) + Z G (i)
i=1 i=1 i=bpi1+1

Az els6 Gsszeg [2] szerint

b1
g Gr(i) = ra®™ + roa”aly 4+ r3a”aly + rya3"+
i=1

(7)
+r5a3" + readal + O(a™) + O(a™al)
alakban irhaté fel, ahol r; (i =1,2,3,4,5,6) k-tdl fliggé konstansok. (3)-
bél
N

> Grl(i) =Ti(bps1) + 14+ Ti(bnpr + 1)+ 14+ TH(N - 1) + 1 =

i=bpt1+1

N—1 bn+1+t—1
=N—bup1+ > Teli)=t+ Y Tili)
i:va-l i:bn+1

lfévetkezik. Elég nagy n esetén teljesiil, hogy ¢t < b,—py2, ezért N < byyo.
Igy Ty (i) definiciéja miatt minden b,11 < i < by4q1 + ¢ — 1 egész esetén
Tx(i) = by + Tk (i — byr1). Ebb6] kovetkezik, hogy

N t—1

S Grli) =t+tby + > Tili).

i=bp1+1 i=0
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Ebben az 6sszegben az n-tdl fliggetlen tagok 0sszegét jeloljik fi ;-vel. Tehat

t—1

fk,t =t 4+ ZTk(Z)

i=0
Ismert, hogy a b,, sorozat tagjai felirhaték
(8) by = 1™ + coay + -+ + cpaf

alakban, ahol ¢; (i =1,2,...,k) csak k-tdl fiiggé komplex konstansok (K.
Dilcher [1]).
Ezért

N
Z Gr(1) = frur +t(cia” + cah + -+ cpay).
i:bn+1+1

Az a > 1 valds szdm, mésrészt (4) miatt

Trttt(cra™ +caal + - 4 cpal) < fra +tera™ +tesa + -+ tepag <
< (flat +tcy +tes +-- -+ tck)a”.
Ebbdl kovetkezik, hogy

N

9) > Gr(i) = 0(a™).

i=bpy1+1
(6), (7) és (9)-bol adédik, hogy
N

(10) ; Gr(i) = r10®™ + rya™al +rsa”al + ryad"+

+r5a3” + rgabal + 0(a™) + O(a™ay}),
tovébbé (8)-bol
(11) N =bpp1 +t=s10" + 5208 + -+ spaf +t = s1a" + O(ay) + t,
ahol s; = ¢y (1 =1,2,...,k). Felhaszndlva (11)-et

N N N
N i:Zl Gr(2) ; Gy (i) > Gi(i)

1 . =
~ S Gili) = = +—
N £() sia” +O0(az) +t 5 40 (1 + O(ag)“) sia™ (14 0(1))

=1 s1a”™
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adédik, amibél (10) alapjan kapjuk az

N
1 . o\ ™ az\"
N ;Gk(l) = (plan + p2ay + p3ay + py (;) ay +ps (;) g+
(12)
agag)” n 1
O o)) ———
0 (222)" 40 (@) +00) ) o
becslést, ahol p; = * (i=1,2,...,k). De
pra” = (s10" + sqaf + -+ + spa + t)% — %32043—
1 1
— ]ﬂsg.ag’ — e — ]ﬂska}g — Iﬂt'
S1 S1 S1

Mivel s1a™ 4 sqaly + -+ - + sy} +t = N, tovabba (4) miatt

—i—i&;ozz - i—i%a? — = ]S)—iskaz = O(ay),
és .
_s_lt = 0(1),
igy vy = %, do = —%32, ds = —%33 jeloléssel
(13) pra” = v N + doay + dzay + O(oy) + O(1)

adédik.Tudjuk még, hogy

Qo (x3

10 pe (%) g s (22) ag w6 (“22) "+ 0(a3) = 0(aB).

Ezért (12), (13) és (14) alapjan
N

Z Gi(i) = (le + voay +v3ay + O(1) + 0(043))

i=1

1
N 1+0(1)’

ami a tétellinket bizonyitja. A bizonyitdas sordn a konstansok értékét nem
befolyasolta t, igy valéban igaz a megjegyzés allitdsa is.
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2. TETEL BIZONYITASA. (1), (2), (3) és (7) alapjan

N bn+1_1 bn—t+1_1
ZGk(Z) = Z T(i) + N + bp—t41bn + Z T (i) =
=1 =1 =1

= z102" + roa ay + xga o + a:;;oz%” + a:5oz§”—|—

+ zganay + O(a") + O(a"ay) + N + byubp—t41,

1 . 1
T; =T 1+atoﬁ (1=1,2,3), x4=r4 1+O‘_%t ’

(2

1 1
= 1+ — & = 14+ ——].
Ts = T5 < + a§t> és x6 =g < + aga}g)

A tovéabbiakban

ahol

51 52 Sk
bnbn7t+l = (Clan + 02043 +---+ Ckag) —tOén + —tOén + -+ —taZ =
«Q Qo e7%

= 210%" + za"aly + z3a"al + 2403" + 253" + zgahah + O (a™af)
felhasznalasaval, ahol

S1 5182 S152 5183 S183
21 = — 7 29 =
at+1 ’

— z3
t t ? t t ?
oo atay Qo atag

S% S% S2S83 S9S83
Z4 = ) 5 = ) 26 = 3
oﬂ;+1 ozg“ a2Oé§ 04503

a tétel hasonldéan bizonyithatd, mint az el6zo.

Megjegyzés. Kiszamolva vy és v| konstansokat

2
1

)+ ==

<
[
—~
—
+
to|"
&

Q
o

tovabba
1-4k k 2 2k
cLo —4k Cq% e -1
v =" ta ke
! a—1 <Za2—aq a?—-1  2a?

adddik. Belathat6 behelyettesitéssel, hogy k = 2 és k = 3 esetén v, = v]. A
sejtés az, hogy ez minden k > 2 esetén teljesiil, vagyis a 2. tételben definidlt
N-re is igaz az (5) formula.
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Az 1. tétel bizonyitasabdl lathat6, hogy vy = 5. Ezért v; = v} akkor

1
és csak akkor teljesiil, ha c?a = 2. Visszairva ri-et vi-be kapjuk, hogy a

sejtés ekvivalens a v; = % allitéssal.

Irodalom

[1] K. DILCHER, On a class of iterative recurrence relations, Fibonacci
Quart., (to appear).

[2] P. KisS, Avarage order of the terms of a recursive sequence, Proc. of
the Austrian-Hungarian-Slovak. Number Theory Coll., Graz, (1992),
(to appear).

[3] D. S. MEEK and G. H. J. VAN REES, The solution of an iterated
recurrence, Fibonacci Quart., 22 (1984), 101-104.

[4] ZAY B.: Egy rekurziv sorozatrdl. Acta Academiae Paedagogicae Agrien-
sis, Sectio Mat., (megjelenés alatt).



